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Flips Signe´s et Triangulations d’un Polygone
SYLVAIN GRAVIER AND CHARLES PAYAN†
In this paper, we prove that any two triangulations of a given polygon may be transformed into one
another by a signable sequence of f ips if and only if every planar graph is 4-colorable. This result
prove a conjecture due to Eliahou.
Dans ce papier, on montre que l’on peut passer de toute triangulation d’un polygone a` tout autre
triangulation par application de f ips signe´s si et seulement si on peut colorier tout graphe planaire en
4 couleurs. Ce re´sultat prouve une conjecture de Eliahou.
c© 2002 Elsevier Science Ltd. All rights reserved.
1. INTRODUCTION
Soit C un polygone du plan. Une triangulation T de C , note´e T (C), est un graphe planaire
dont la face exte´rieure est C et toutes les autres faces sont des triangles. Les areˆtes de C seront
appele´es les coˆte´s de T et les areˆtes internes (qui n’appartiennent pas a` C), a` T seront appele´es
diagonales. L’ensemble des diagonales d’une triangulation T sera note´ D(T ). On peut voir
aussi une triangulation comme un ensemble de triangles.
Soit C un polygone et soit T une triangulation de C . Un sous-polygone S ⊂ C est un
polygone dont les sommets sont un sous-ensemble des sommets de C et qui respecte l’ordre
cyclique de C . Si x est un sommet de C alors C−x de´signera le sous-polygone induit par tous
les sommets de C sauf x . Si tous les coˆte´s du sous-polygone S sont des areˆtes de T alors T
induit une triangulation de S note´e T (S) (sinon T (S) n’est pas de´f ni) voir la Figure 1.
Nous donnons quelques proprie´te´s e´le´mentaires des triangulations d’un polygone (ayant au
moins 4 sommets) ainsi que quelques de´finition qui nous seront utiles par la suite:
Dans toute triangulation, il existe au moins deux sommets de degre´s 2 non adjacents. (1)
Plus pre´cise´ment, de chaque coˆte´ de toute diagonale, il existe un sommet de degre´ 2.
Remarquez qu’un sommet x de degre´ 2 appartient a` un unique triangle tx . Donc si T n’est pas
re´duit a` un triangle alors T ′ = T − tx est une triangulation de C − x , de`s lors que x est un
sommet de degre´ 2 dans T . On a alors:
T s’obtient a` partir de T ′ en ajoutant le triangle tx . (2)
• Une triangulation signe´e de C est une paire {T, s} ou` T est une triangulation de C et s :
F(T ) → {−1,+1} est une signature des faces internes de T . Soit s¯ la signature obtenue
a` partir de s en changeant tout les signes. Par la suite (T, s) de´signera indiffe´remment
{T, s} et {T, s¯}.
• Une ponde´ration de T est une paire {T, p} ou` T est une triangulation de C et p est une
application des sommets de T dans {0,−1,+1} telle qu’il existe une signature s de T
ve´rif ant pour tout sommet x de T . p(x) = ∑ s(t) mod 3 ou` la somme est prise sur tout
les triangles t contenant x . Comme pre´ce´demment, on peut de´fini p¯ (qui correspond a`
s¯) et (T, p) ce qui de´signera indiffe´remment {T, p} et {T, p¯}.
†Corresponding address: CNRS, Laboratoire Leibniz—Institut IMAG, IMAG, 46 avenue Fe´lix Viallet, 38031 Greno-
ble Cedex 1, France.
0195–6698/02/100817 + 05 $35.00/0 c© 2002 Elsevier Science Ltd. All rights reserved.
818 S. Gravier and C. Payan
FIGURE 1. Une triangulation T et sa restriction au sous-polygone S.
FIGURE 2. Une triangulation signe´e.
• Une valuation de T est une paire (T, v) ou` T est une triangulation de C et v : D(T ) →
{0, 1}.
• Une coloration de T est une paire (T, c) ou` T est une triangulation de C et c est une
4-coloration propre (i.e., deux sommets adjacents de T ont des couleurs distinctes) des
sommets de T . On conside`re cette coloration a` une permutation des couleurs pre`s.
Nous allons voir maintenant que ces quatre points de vue de´crivent la meˆme notion que
l’on notera (T, ε) ou` ε pourra eˆtre indiffe´remment s, p, v ou c. Soient T une triangulation du
polygone C (voir Figure 2).
(T, p) ≡ (T, s) Par de´fi ition de {T, p}, on peut faire correspondre une et une seule ponde´ra-
tion p a` une signature s. D’autre part, par induction et en utilisant (2), on peut montrer qu’e´tant
donne´e une triangulation T , on peut faire correspondre de fac¸on unique une signature s a` une
ponde´ration p de T .
(T, v) ≡ (T, s) Etant donne´e une triangulation signe´e (T, s), on de´fini la valuation v par:
pour toute diagonale xy, v(xy) = 0 si et seulement si les deux triangles de T contenant xy
ont le meˆme signe. Aux deux signatures s et s¯, on fait ainsi correspondre la meˆme valuation
des diagonales de T . Re´ciproquement, a` une valuation (T, v) on peut faire correspondre les
deux signatures {T, s} et {T, s¯}.
(T, v) ≡ (T, c) Etant donne´e une valuation (T, v), on construit une 4-coloration unique (a`
permutation pre`s) c des sommets de T , cette coloration de C sera note´e c(T, v). On colorie un
triangle contenant un sommet de degre´ 2 en 3 couleurs, ensuite on applique la re`gle suivante:
pour tout quadrilate`re xyzt forme´ de deux triangles de T adjacents a` la diagonale yt , on colorie
les sommets x et z de la meˆme couleur si et seulement si la diagonale yt est value´e 1. On mon-
tre par induction en utilisant (2), qu’on obtient une unique 4-coloration de T . Re´ciproquement
en valuant la diagonale de tout quadrilate`re Q a` 0 si et seulement si les sommets de Q non
incidents a` cette diagonale ont des couleurs diffe´rentes, on obtient de fac¸on unique, partant
d’une coloration, une valuation (T, v).
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FIGURE 3. Un f ipo de T .
Remarquons qu’a` une coloration en 3 couleurs d’une triangulation correspond une valuation
ou` chaque diagonale a` la valeur 1; une telle triangulation signe´e sera appele´e alterne´e (cela
correspond a` une coloration propre des faces internes en deux couleurs {+1, −1}).
Soit (T, s) une triangulation signe´e d’un polygone C , et xyzt un quadrilate`re forme´ de
deux triangles. Le fl p est de´f ni seulement si ces deux triangles ont le meˆme signe, il consiste
a` remplacer la diagonale commune aux deux triangles par l’autre diagonale du quadrilate`re et
a` signer les deux nouveaux triangles ainsi obtenus avec des signes oppose´s a` ceux des anciens;
on obtient ainsi une nouvelle triangulation signe´e.
On notera (T, ε)α(T ′, ε′) si il existe une se´quence de f ips (e´ventuellement vide) allant de
(T, ε) vers (T ′, ε′). Remarquez que α est une relation d’e´quivalence sur les triangulations
signe´es. On notera [T, ε] la classe d’e´quivalence de (T, ε).
Remarquons que le f ip consiste a` remplacer une diagonale d’un quadrilate`re value´e 0 par
l’autre diagonale de ce quadrilate`re value´e toujours 0 et a` changer toutes les valuations des
areˆtes du quadrilate`re. On dira alors que l’on ‘fl ppe’ cette diagonale. De plus, un f ip ne
modif e ni la ponde´ration des sommets, ni la coloration du polygone (voir Figure 3).
Le lien entre le fli signe´ et la coloration des triangulations d’un polygone a e´te´ introduit
inde´pendamment par Eliahou [3] et sous sa forme duale par Kryuchkov [5].
Soient T et T ′ deux triangulations diffe´rentes d’un polygone C . On va montrer que s’il
existe une meˆme coloration en exactement 4 couleurs de T et de T ′ alors la valuation v de T
et la valuation v′ de T ′ correspondantes a` cette coloration sont telles que l’on peut passer
de (T, v) a` (T ′, v′) par une se´quence de f ips. La re´ciproque de ce re´sultat a e´te´ obtenue
inde´pendamment par Eliahou [3] et Kryuchkov [5]. Af n que ce papier soit complet nous en
donnons ici une courte preuve.
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THE´ORE`ME 1. Soient (T, v) et (T ′, v′) deux triangulations signe´es diffe´rentes d’un poly-
gone C. Alors (T, v)α(T ′, v′) si et seulement si c(T, v) = c(T ′, v′) et utilise 4 couleurs.
Dans [3], l’auteur propose la conjecture suivante:
CONJECTURE 1. Soient T et T ′ deux triangulations d’un polygone. Alors il existe deux
signatures ε, ε′ telles que l’on peut passer de (T, ε) a` (T ′, ε′) par une se´quence de f ips
signe´s.
D’apre`s le the´ore`me des 4 couleurs [1, 2] et le The´ore`me 1, on valide cette conjecture:
COROLLAIRE 1. La Conjecture 1 est vraie. 
Par le the´ore`me de Whitney [6] la coloration des graphes planaires se re´duit a` celle des
graphes planaires triangule´s et Hamiltoniens (i.e., a` l’union de 2 triangulations d’un meˆme
polygone). Par le The´ore`me 1, la Conjecture 1 est donc e´quivalente au the´ore`me des 4 couleurs.
2. PREUVE DU THE´ORE`ME 1
Comme nous l’avons remarque´ en introduction le f ip d’une triangulation ne modif e pas
sa coloration. Donc si (T, v)α(T ′, v′) alors c(T, v) = c(T ′, v′). De plus comme T = T ′,
une se´quence de f ips allant de (T, v) a` (T ′, v′) contient au moins un f ip. Donc il existe une
diagonale de T value´e 0, ce qui implique que c(T, v) utilise 4 couleurs.
Pour montrer la re´ciproque, on a besoin du Lemme suivant qui est une reformulation d’un
re´sultat de Heawood [4]:
LEMME 1. Soient (T, ε) une triangulation signe´e d’un polygone C. Un sommet x de C a
un poids nul si et seulement si ses deux voisins sur C ont la meˆme couleur.
PROOF. On observe d’abord qu’il suff t de raisonner sur le graphe induit par le voisinage
de x . Ensuite on fait une preuve par induction sur le degre´ de x .
Si les deux voisins de x sur le polygone sont les seuls voisins de x de meˆme couleur alors x
a trois ou quatre voisins. Et on ve´rifi dans ces deux cas que x est de poids nul.
Si il n’y a pas deux voisins de x de meˆme couleur alors x a deux ou trois voisins. Et on
ve´rifi dans ces deux cas que x est de poids non nul.
On peut supposer maintenant que x a deux voisins a et b de meˆme couleur dont l’un au
moins n’est pas voisin de x sur le polygone. Par induction, sur le sous-polygone triangule´
induit par a, x, b, et tout les voisins de x sur l’arc ab ne contenant pas x , le poids de x est nul.
On identifi maintenant a et b. Par induction, le poids de x dans le polygone ainsi obtenu est
nul si et seulement si les deux voisins de x sur ce polygone (identiques a` ceux de C) ont la
meˆme couleur.
Donc le poids de x dans C est nul si et seulement si les deux voisins de x sur C ont la meˆme
couleur. 
Montrons la partie re´ciproque du The´ore`me 1.
Soit C le plus petit polygone tel qu’il existe un contre-exemple (C a plus de 4 sommets). Et
soient (T, v) et (T ′, v′) un tel contre-exemple. On a donc c(T, v) = c(T ′, v′) qui utilise 4
couleurs.
Parmi les sommets de T de degre´ 2, on choisit x tel que T −x est toujours colore´ en 4 couleurs
(un tel sommet existe de`s que T a plus de 4 sommets). S’il existe une triangulation signe´e T ′′
de [T ′, v′] ou` x est de degre´ 2 alors par minimalite´ de C , on a (T − x, v)α(T ′′ − x, v′′) et
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donc (T, v)α(T ′′, v′′)α(T ′, v′). On peut donc supposer que le degre´ de x est supe´rieur a` 2
dans toutes les triangulations appartenant a` [T ′, v′].
On partitionne [T ′, v′] en T1, T2 ou` T1 est l’ensemble des triangulations signe´es dans lesquels
il y a une diagonale incidente a` x value´e 0, et T2 les autres, i.e., les triangulations dans
lesquelles la triangulation signe´e du sous-polygone induit par x et ses voisins dans T ′ est
alterne´e.
Montrons que T1 est vide. Soit (T ′′, v′′) une triangulation de T1 qui minimise le degre´ de x(>
2 par hypothe`se). D’apre`s le Lemme 1 et comme les deux voisins de x sont adjacents dans T ,
on a que p′′(x) = 0 ou` p′′ est la ponde´ration de (T ′′, v′′) (identique a` celle de (T ′, v′) et
(T, v)). S’il existe une diagonale incidente a` x value´e 1 alors on ‘f ippe’ une diagonale inci-
dente a` x value´e 0 voisine d’une diagonale value´e 1. Apre`s ce fli cette dernie`re est value´e 0,
et on obtient une triangulation de T1 dans laquelle le degre´ de x baisse´ de 1, contradiction.
Sinon toutes les diagonales incidentes a` x sont value´es 0. On ‘f ippe’ alors la premie`re diag-
onale incidente a` x . On obtient alors une triangulation ou` soit x a un degre´ 2, soit x a un
degre´ 3 mais alors sans diagonale incidente a` x value´e 0 ce qui implique que p′′(x) = 0 soit
cette triangulation appartient a` T1 et x a un degre´ plus petit. Dans tout les cas on obtient une
contradiction.
Maintenant, montrons que T2 est vide. La triangulation signe´e du sous-polygone induit par x
et ses voisins dans T ′ est alterne´e. Pour une triangulation signe´e (Q, ε) de T2, on note P(Q) le
sous-polygone alterne´ maximal (par inclusion) contenant x et ses voisins. Soit (T ′′, v′′) ∈ T2
qui minimise la cardinalite´ de P(T ′′). Par maximalite´ de P(T ′′), les coˆte´s de P(T ′′) qui sont
des diagonales de C sont value´es 0. D’autre part, comme c(T ′′, v′′) = c(T ′, v′) et utilise 4
couleurs, il existe au moins une diagonale value´e 0. Lorsque l’on ‘f ippe’ cette diagonale on
obtient une nouvelle triangulation S. Si cette diagonale est adjacente a` deux areˆtes incidentes
a` x alors S appartient a` T1 (or T1 est vide), sinon S appartient a` T2 avec un P(S) plus petit.
Dans les deux cas on obtient une contradiction. 
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